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Вся наша жизнь пронизана проблемами. Каждый человек ежедневно 
сталкивается с необходимостью принятия решений. Наиболее важные и труд-
ные решения как-то выделяются и становятся предметом анализа. При этом ос-
новной подход всегда один: собирается точная, надежная и адекватная инфор-
мация, а затем принимается решение. Поэтому для принятия более надежного 
решения приходится использовать точную информацию, описывающую рас-
сматриваемый объект. 
С этой точки зрения, в данной работе рассматриваются вопросы совер-
шенствования вычислительного алгоритма для решения задачи фильтрации 
жидкости в многослойных пластах. 
Математические модели различных сложных процессов описываются 
уравнениями параболического типа. В месторождениях, которые имеют по вер-
тикали плохопроницаемый характер или они многопластовые, давления в ниж-
ней части отличаются от давления верхней. По этому месторождения такого 
характера изучаются решением задач в трехмерной постановке. Однако в про-
цесс решения трехмерных задач с целью облегчения расчетов приходится упро-
стить. С этой целью исследователи основываясь на ряде допущений создали, 




В основу так называемой гидравлической теории Мятиева-Гиринского 
положены следующие допущения [1]: 
1) под многослойностью подразумевается система чередующихся про-
дуктивных и слабопроницаемых пропластков; 
2) границами раздела между слоями являются горизонтальные плоскости;  
3) давления в слоях, обеспечивающих переток, постоянны;   
4) различие проницаемостей продуктивных и слабопроницаемых слоев 
очень велико, поэтому можно считать, что поток в слабопроницаемых слоях 
является вертикальным; 
  
5) запас упругой энергии жидкости в слабопроницаемых слоях мал и им 
можно пренебречь; 
6) давление в каждом из продуктивных слоев может быть осреднено по 
высоте этого слоя.  
Применительно к нефтегазовой подземной гидромеханике задача о взаи-
модействии двух пластов, разделенной слабопроницаемой перемычкой, впер-
вые изучена В.Е. Щелкачевым и М.А. Гусейнзаде, которые предлагали более 
совершенную модель Мятиева-Гринского. Они учитывали изменение давления 
в продуктивных слоях по мощности. В моделях Мятиева-Гринского и Щелка-
чева-Гусейнзаде не учитываются запасы флюида в слабопроницаемых про-
пластках [1]. Этот пробел был устранен М.С. Хантушем [2] и в результате по-
лучена новая математическая модель. Однако при численной реализации задачи 
с увеличением прослоек  она усложняется.  
Общая постановка задачи. Процесс изотермической фильтрации в мно-
гослойных пластах (рис.1) при справедливости линейного закона фильтрации 
описывается системой дифференциальных уравнений:       





























































(1)    
3,10,),,(  itDzyx i . 
Вид связи между функциями ),,(),,,,( zyxMtzyxU ii  
и значением пластового давления ),,,( tzyxPi  зависит от 
свойств фильтрующего флюида и характеристик кол-
лектора. В частности, при фильтрации слабосжимаемой 
жидкости имеем  




KmMtzyxPtzyxU  *),,,,(),,,( ,  
где ),,,( tzyxPi – значение пластового давления в точке ),,( zyxAi  в момент време-
ни t; 






  , 
)(tQi  -алгебраическая сумма обьемных расходов источников и стоков в момент 



























kn – число скважин, введенных в действие до момента 1kt ;  





Рассмотрим математическую формулировку возможных начальных и 
краевых условий исходя из уравнения (1).   
Начальные условия:     
),,()0,,,( zyxfzyxU ii  .       (2) 
Чаще всего в качества ),,( zyxfi  берут постоянную величину 0,iU , характе-
ризующую невозмущенность пласта в начальный момент времени при прене-
брежении весом столба жидкости в переделах мощности i-го пласта.  
Краевые условия характеризуют связъ рассматриваемой системы с окру-
жающей средой в любой момент времени t.  
Рассмотрим краевые условия в различных случаях.  
В случае непроницаемой границы отсутствует обмен через внешнюю   
поверхность. Тогда, согласно закону Дарси, нормальные к границе компоненты 









;         (3) 
  0n – внешняя нормаль к Г; Г – поверхность области фильтрации D.  
В случае  проницаемой границы происходит обмен через внешнюю гра-
ницу согласно определенному закону: ),,,(),,,( tzyxtzyxU iГi  . В частном слу-
чае считаем, что      consttzyxi ),,,( .  
 Допустим, пласт состоит из трех слоев с произвольными характеристика-
ми (рис.1). Течение в каждом пропластке, как и во всем пласте, непрерывно. 









      (4) 
Известно, что количество веществ, входящих в границу с одной стороны, 






































K    (5) 
 
Схема Хантуша. Согласно допущению 6, интегрируя уравнение (1) по z в пре-
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.        (11) 
Здесь )(tqni -равномерно распределенная функция, вытекающая из слабо-
проницаемых слоев. Таким образом, мы приходим рассмотрению системы од-
номерных и двумерных уравнений. 
Для решения (6)-(11) переходим к безразмерным переменным. Двумерное 
уравнение (6) описывает процесс в хорошо проницаемых слоях. Для решения 
уравнений (6)-(11) используем продольно-поперечную схему и метод 
потоковой прогонки [3,4]. 
Предположим, трехслойный пласт имеет вид параллелепипеда, приведен-
ный на рис.1. Даже в случае произвольной области с применением метода фик-
тивных областей [1] его можно привести к виду параллелепипеда. В пропласт-
ках 1D , 3D  рассматриваются течения только по вертикали (OZ), и решаем урав-
нения (7) с соответствующими условиями (8)-(9). Разрабатывается средний 
пропласт ( 2D ) в плановой постановке решения уравнения (6) с соответствую-
щими   условиями  (8)-(10)  с  учетом  перетока  (11)  из  верхнего ( 3D )  и ниж-
него ( 1D ) пропластов (рис.1).  
При проведении вычислительного эксперимента использованы следую-
щие данные. В рассматриваемом тестовом примере расположение эксплуатаци-
онных скважин взято симметрично в прямоугольнике ( 2D ) с целью проверки 
численных результатов и проверки симметричности течения нефти при разра-
ботке. Качественные изменения этих параметров, которые приведены на рис. 2 
и 3, полностью соответствуют динамике, хотя на этих рисунках их значения 
приведены в конкретный момент времени. Взяты следующие данные:   




31 05.0 cмkk  , 
2
2 15.0 cмk  , 2.031 mm , 2.02 m , атмP 500  . 
Изменение значений давления и перетоков в исследуемой части области 








Данные фонда скважин приведены в табл.1.   
Таблица 1  
  
№ Х, м У, м  № Х, м У, м  
1 500 500 30000 6 500 700 18000 
2 300 300 18000 7 700 300 18000 
3 300 500 18000 8 700 500 18000 
4 300 700 18000 9 700 700 18000 
5 500 300 18000     
 
Анализ полученных результатов показывает, из-за того, что скважины 
расположены симметрично и значение поля давления также симметрично в 
центральной скважине, значение дебита больше чем в остальных скважинах, 
естественно значения давления также меньше. Так как скважины № 5, 3, 6, 8 
расположены ближе к центральной скважине  № 1, чем скважины № 2, 4, 7, 9, 
соответственно, значения давления также меньше в этих точках. Значения пе-
ретока, естественно, также симметрично и больше там, где меньше значения 
давления. 
Анализ этих результатов показывает, что в эксплуатационных скважинах 
давление уменьшается, и естественно, течение направляется к этим точкам 
(рис. 2). Значения перетока (рис. 3) близости исследуемой точки к скважинам 
меняется пропорционально их значениям, т. е.  вблизи скважин больше, чем в 
остальных точках. Все это указывает на то, что разработанная математическая 
модель и применяемые вычислительные алгоритмы, а также разработанное 
программное обеспечение позволяют получить результаты, соответствующие 




сутm /3 сутм /3
Рис.2. Карта изобар в пропластке 2D в 
момент времени 720T  сут. 
Рис.3. Карта перетоков из пропласток 1D  и 
3D  
в области 2D в момент времени 720T  сут. 
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